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1 Das Heston Modell

Diese technische Beschreibung konzentriert sich auf das Heston Modell und die entsprechende Umset-

zung der statistischen Verfahren zur Berechnung von gewissen Eintrittswahrscheinlichkeiten. Zunächst

wird das Heston Modell nach [4] kurz vorgestellt. Ziel ist es, das Heston-Modell als ein Instrument

für die Simulation von zukünftigen Marktentwicklungen (etwa des EUR-CHF Devisenkassakurses) und

der zugehörigen Optionspreise (und damit des Preises des Swap 4175) zu verwenden.

Das Heston-Modell hat sich seit der ersten Dekade in industriellen Anwendungen weit verbreitet,

vor allem, weil Standardoptionen mit einer schnellen (semi-analytischen) Integration bewertet werden

können, was die Grundlage für eine e�ziente Modellkalibrierung darstellt. Des weiteren lässt das

Modell auch eine Vielzahl von Formen der impliziten Volatilität zu.

Im Geschäft mit Derivaten auf Devisen gehörtet das Heston-Modell im Jahr 2007 zu den beliebtesten.

Allerdings bringt das Modell auch gewisse Nachteile mit sich und es gibt eine Reihe von Weiterent-

wicklungen des Ansatzes, etwa durch das Erlauben von Sprüngen.

Modellbeschreibung Das Heston-Modell ist ein stetiges Modell (siehe [4]), welches einen Di�u-

sionsprozess zur Modellierung des Devisenkassakurses S = (St)t≥0 nutzt. Im Vergleich zum Black-

Scholes Modell wird aber die Möglichkeit für die lokalen Abweichungen des Modells von einem kon-

stanten Volatilitätsparameter auf einen zufälligen Prozess erweitert, was Marktphasen mit geringer

Aktivität in Abwechslung mit Marktphasen hoher Aktivität erlaubt. Der instantane Varianzprozess (das

ist das Quadrat des Volatilitätsprozesses) wird mit V = (Vt)t≥0 bezeichnet. Die genaue Spezi�zierung

des Modells wird durch folgende stochastische Di�erentialgleichung beschrieben:

dSt
St

= µdt+
√
VtdW

S
t , (1)

dVt = κ(θ − Vt)dt+ ξ
√
VtdW

V
t , (2)

wobei die beiden Brownschen Bewegungen WS und W V die Korrelation ρ besitzen. Der Volatilitäts-

prozess V ist wie auch der Devisenkassakurs S positiv.

Eine wichtige Beobachtung bleibt bereits an dieser Stelle festzuhalten: Während der Devisenkassakurs

S beobachtet wird (und damit lediglich Unsicherheit über den Modellparameter µ besteht), wird V

nicht beobachtet. Er muss zunächst aus den Beobachtungen geschätzt (ge�ltert) werden, wozu aber

typischerweise die Modellparameter bekannt sein müssen. Hieraus ergibt sich die Notwendigkeit für

aufwendigere statistische Verfahren.

Da neben den statistisch zu bestimmenden Eintrittswahrscheinlichkeiten auch Optionspreise (und

damit der Preis des Swaps 4175) zu bestimmen sind, muss zudem unterschieden werden zwischen

einem Wahrscheinlichkeitsmaÿ (dem �objektiven� Maÿ P) zur Bewertung der statistischen Entwicklung
von S und V und einem risikoneutralen Maÿ Q zur Bewertung von Derivaten auf S. Beide Maÿe

müssen geschätzt / kalibriert werden, was typischerweise in der praktischen Anwendung nicht so oft

vorkommt (das Maÿ P wird verwendet zur Schätzung von Risiko und Risikomaÿen, das Maÿ Q wird zur

Preisbestimmung von Optionen, oder eben des Swaps 4175, verwendet - die gemeinsame Betrachtung

ist eher untypisch).

Copyright c©2017 MathFinance AG Alle Rechte vorbehalten. MathFinance haftet nicht für jedwede Schäden oder Verluste die sich aus Verwendung dieses
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Kritische Würdigung Das Heston-Modell kommt üblicherweise zur Bewertung von Optionen mit

Laufzeiten bis zu zwei Jahren zum Einsatz; daher sind die asymptotischen E�ekte für längere Lauf-

zeiten oft nicht von besonderem Interesse. Allerdings müssen für die Bewertung des Swap 4175

1. Marktszenarien bis zu zehn Jahren simuliert und

2. Optionen mit Laufzeiten bis zu zehn Jahren bewertet werden können.

Ein Hauptkritikpunkt beruht damit auf der Tatsache, dass Volatilitätskurven im Heston-Modell

mit zunehmender Laufzeit �acher werden, ein in der Derivatemodellierung bekanntes Phänomen:

• In einem Heston-Modell mit Laufzeit-unabhängigen Parametern konvergiert im Laufe der Zeit

die Varianz gegen ihr langfristiges Mittel;

• dies führt zu einer Ver�achung des Volatilitätssmile.

Eine Herleitung und weiterführende Diskussion dieser sogenannten `Smile-Ver�achung' von stochasti-

schen Volatilitätsmodellen mit Rücktrieb zum Mittelwert beruht auf der Theorie groÿer Abweichungen,

siehe etwa [5], [6], [7].

In Abbildung 1, wird die vom Heston-Modell implizierte Ab�achung des Volatilitäts-Smiles dargestellt.

Die Abbildung illustriert deutlich, wie der Volatilitäts-Smile langfristig �acher wird, und aus dem Smile

ein so genannter Smirk mit abge�achtem rechten Ende wird. Im Optionsmarkt dagegen beobachten wir

häu�g eine anhaltend signi�kante Konvexität des Volatilitäts-Smile: in der Tat werden die Butter�y-

Quotierungen mit längerer Laufzeit sogar tendenziell eher gröÿer, was zu einer höheren Konvexität

führt.

Abbildung 1: Beispiele von Volatilitäts-Smile-Kurven impliziert durch das Heston-Modell.

Copyright c©2017 MathFinance AG Alle Rechte vorbehalten. MathFinance haftet nicht für jedwede Schäden oder Verluste die sich aus Verwendung dieses
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Als Folge dessen wird das Heston-Modell die Werte der langlaufenden Optionen tendenziell eher

unterschätzen, weil sie mit einer geringeren Volatilität als im Markt bewertet werden. Wir weisen

allerdings darauf hin, dass der Markt für langlaufende Optionen im Währungspaar EUR-CHF illiquide

ist und damit eindeutige Aussagen zur Bewertung ohnehin nicht zu erwarten sind.

2 Notation

In dieser technischen Beschreibung werden die im Gutachten verwendeten Methoden für die Analyse

der statistischen Eigenschaften des EUR-CHF Devisenkassakurses dargestellt. Hierbei werden folgende

Bezeichnungen verwendet:

• EUR-CHF Devisenkassakurs St,

• ATM Volatilitäten ATMτ
t := σATMt (t+ τ) mit Laufzeit τ ,

• EUR und CHF Zinsen, vertreten durch die jeweiligen 1-Jahres LIBOR-Raten.

Ein Groÿteil der Analyse basiert auf den folgenden historischen Zeitreihen erhältlich von Bloomberg:

• [14-Feb-2000, 11-Feb-2007] für den Devisenkassakurs, die ATM Volatilitäten und die 1-Jahres

LIBOR-Raten.

Dies ist darin begründet, dass Optionen im Jahr 1999 noch nicht liquide genug gehandelt werden, und

bis auf die statistischen Methodiken (Parametersatz 2 und 3) möglichst auf eine einheitliche Basis

zurückgegri�en werden soll. Die statistischen Methoden betrachten lediglich den Devisenkassakurs,

so dass hier die ganze EUR-CHF-Historie benutzt werden kann.

3 Simulations- und Bewertungsansätze

Um die Eintrittswahrscheinlichkeiten zu berechnen, werden die Devisenkassakurse (und in manchen

Ansätzen auch Volatilitäten oder Volatilitäten und Zinsen) für zukünftige (vom Abschluss des Swaps

aus gesehen) Zeitpunkte simuliert. Zur Bestimmung der Au�ösungskosten wird dann jeweils von jedem

dieser Zeitpunkte aus der Wert des strukturierten Swaps berechnet.

Ein Grund für die teilweise unterschiedliche Behandlung von Simulation und Bewertung ist, dass

man typischerweise im P-Ansatz die Verteilungen der Risikofaktoren aus einer historischen Zeitreihe

schätzt, wogegen der Q-Ansatz die Verteilung der Risikofaktoren verwendet, die bei einer sogenannten

risiko-neutralen Bewertung eines Finanzderivats üblicherweise zu Einsatz kommen. Die risiko-neutrale

Bewertung beruht auf der Annahme, dass ein Derivat mit liquiden Finanztiteln reproduziert werden

kann, und weist die entsprechenden Produktionskosten aus.

Neben den einfachen Modellvarianten 1-4, die auf einer geometrischen Brownschen Bewegung basie-

ren, verwenden wir das Heston Modell und einen Simulationsansatz, der die empirische Verteilung der

historischen Renditen verwendet.

3.1 Simulationsansätze

Heston-Modell, Modellvarianten 5-10 Die Modellparameter für das Heston-Modell werden aus

der historischen Zeitreihe des Devisenkassakurs�xings vor dem 12. Februar 2007 geschätzt (siehe

Copyright c©2017 MathFinance AG Alle Rechte vorbehalten. MathFinance haftet nicht für jedwede Schäden oder Verluste die sich aus Verwendung dieses
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Abschnitte 5.1 und 5.2). Diese Parameter werden dann verwendet, um vom 12.2.2007 aus zukünftige

Pfade des Devisenkurses und der instantanen Varianz zu simulieren.

Historischer Simulationsansatz, Modellvarianten 11 und 12 Hier wird neben dem Devisenkas-

sakurs auch eine implizite Volatilität (sowie ein EUR- und ein CHF-Zinssatz in Variante 12) simuliert.

Hierbei werden die zufälligen Zuwächse (von einem Paar aus Devisenkurs und impliziter Volatilität an

einem zukünftigen Tag zu dem darau�olgenden) bestimmt durch die empirische Verteilung der Zu-

wächse in der Historie (der Zeitreihe vom 12.2.2000 bis zum 11.2.2007). Details sind in Abschnitt 6.1

beschrieben. Durch Verwendung der Paare (bzw. Quartette in Variante 12) von historischen Zuwäch-

sen wird hier auch die historische Korrelation zwischen den Faktoren einbezogen.

3.2 Bewertungsansätze

Heston, Modellvarianten 5-7 Der simulierte Devisenkassakurs und die simulierte instantane Va-

rianz werden verwendet. Die anderen Hestonparameter und die Drift werden so kalibriert, dass die

Bewertung übereinstimmt mit der Bewertung von Optionen, die man gemäÿ der verwendeten Markt-

daten am 12. Februar 2007 im Markt erhalten hätte.

Black-Scholes, Modellvarianten 8-10 Es wird der mit dem Heston-Modell simulierte spot verwen-

det. Die Bewertung erfolgt ansonsten im Black-Scholes Modell mit konstanter Volatilität und Drift,

die aus den Marktdaten am 12. Februar 2007 ermittelt wurden.

Black-Scholes mit zufälliger Volatilität, Modellvariante 11 Es werden der simulierte Devisen-

kassakurs und die simulierte Volatilität verwendet, Zinsen und Drift entsprechen den Marktdaten vom

12.2.2007.

Black-Scholes mit zufälliger Volatilität und zufälligen Zinsen, Modellvariante 12 Es wer-

den der simulierte Devisenkassakurs, die simulierte Volatilität und die beiden simulierte Zinssätze

verwendet, die Bewertung erfolgt dann im Black-Scholes Modell mit diesen Parametern.

4 Modellvarianten 1-4

Diese einfachen Modellvarianten basieren auf einer geometrischen Brownschen Bewegung als Modell

für den Devisenkassakurs

dSt
St

= µdt+ σdWt, (3)

wobei die Drift µ und die Volatilität σ aus Marktdaten zu schätzen sind, und der stochastische

Prozess durch eine (normalverteiltet) Brownsche Bewegung Wt getrieben wird. Bei der Simulation

künftiger Märkte werden die Drift und die Volatilität aus historischen Zeitreihen geschätzt. Bei der

Optionsbewertung entspricht die Drift der Di�erenz aus den konstinuierlichen Zinssätzen für EUR und

CHF, die Volatilität den entsprechenden Quotierungen im Markt.

Copyright c©2017 MathFinance AG Alle Rechte vorbehalten. MathFinance haftet nicht für jedwede Schäden oder Verluste die sich aus Verwendung dieses
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5 Modellvarianten 5-10

Diese Modellvarianten verwenden das Heston Modell zur Simulation des Devisenkassakurses. Wie in

Abschnitt 3.1 beschrieben, werden dazu die Parameter des Heston Modelles aus historischen Daten

(hier Tagesendwerte der Devisenkassakurse) geschätzt. Dazu werden zwei verschiedene Verfahren

verwendet:

5.1 Parametersatz 1 - Praktikeransatz

Diesen Parametersatz erhalten wir aus folgendem Verfahren:

• Basierend auf Devisenkassakurs�xings (Stn), 0 ≤ n ≤ N, vor dem 12. Februar 2007 nähern wir

den instantanen Varianzprozess (Vtn) an durch eine EWMV1

V̂tn = ωV̂tn−1 + (1− ω) · 252 ·X2
tn , (4)

wobei Xtn = ln
Stn
Stn−1

− 1

N
ln
StN
St0

. (5)

Der Faktor 252 in Gleichung (4) kommt dadurch zustande, dass wir mit täglichen Beobachtun-

gen arbeiten, und die Anzahl der Bankarbeitstage im Jahr durch 252 angenähert wird.

• Unter Verwendung der approximierten Varianz V̂ schätzen wir die Parameter κ, θ, ξ des Pro-

zesses in Gleichung (2) mit der Methode der kleinsten Quadrate.

• Sobald die Parameter des Varianzprozesses vorliegen, berechnen wir µ als durchschnittliche Drift

oder setzen diesen wie im Ergänzungsgutachten beschrieben auf Null.

Die durch dieses Verfahren erzielten Parameter sind im Ergänzungsgutachten aufgelistet.

5.2 Parametersätze 2 und 3

Die Parametersätze 2 und 3 wurden nach einem klassischen statistischen Verfahren bestimmt, ei-

nem Maximum-Likelihood Verfahren, was allerdings das Problem des nicht beobachteten Prozesses V

berücksichtigen muss. Das sich hierfür anbietenden Approximationsverfahren nach [1] hat sich aller-

dings für die verwendeten Parameter als unpraktikabel herausgestellt. Ebenso eine Approximation des

Filterverfahrens durch einen extended Kalman-Filter Ansatz führte nicht zu plausiblen Ergebnissen.

Schlieÿlich wurde ein Partikel-Filter Ansatz gewählt.

Zunächst wird das Heston-Modell diskretisiert. Die Beobachtung Y := logS ist gegeben durch den

Logarithums des Devisenkassakurses und die Euler-Maruyama Diskretisierung ist

Yk = Yk−1 + (µ− 1

2
Vk−1)∆ +

√
∆
√
Vk−1Z

1
k

Vk = Vk−1 + κ(θ − Vk−1)∆ + ξ
√

∆
√
Vk−1Z̃

2
k .

Z = (Z1, Z2) sind hierbei unabhängige, identische verteilte standard-normalverteilte Zufallsvariablen

und ∆ = 1/252 ist die für tägliche Diskretisierungen gewählte Schrittweite.

1Exponentially Weighted Moving Variance

Copyright c©2017 MathFinance AG Alle Rechte vorbehalten. MathFinance haftet nicht für jedwede Schäden oder Verluste die sich aus Verwendung dieses
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Das Filterproblem beseht aus der optimalen Schätzung des unbeobachteten Prozesses V aus den

Beobachtungen Y . Der Partikel-Filter löst dieses Problem simulativ: Einzelne Partikel werden nach

der Dynamik (hierfür müssen die Parameter natürlich bekannt oder vorgegeben sein) von V gegeben

Y simuliert, und durch deren empirische Verteilung kann man V schätzen. Allerdings geht der Partikel-

Filter typischerweise von unkorelliertem Rauschen aus. Um die Korrelation doch zu implementieren,

�ltern wir zu V auch die zu Z1 orthogonale Komponente von Z2.

Das nächste Problem ist nun die Bestimmung der Parameter. Typischerweise könnte hier ein EM-

Verfahren2 angewendet werden, welches aber auch in einigen Simulationen Probleme zeigte, so dass

eine klassische Maximum-Likelihood-Methode (MLE, Maximum-Likelihood Estimation) angewendet

wird. Die Maximum-Likelihood-Methode wählt denjenigen Parameter als geschätzten Parameter, wel-

cher die Log-Likelihood maximiert. Die Log-Likelihood ist in der diskretisierten Variante einfach anzu-

geben. Es hat sich allerdings als ein Problem herausgestellt, dass die Maximierung über alle möglichen

Parameter-Werte zu einem fast konstanten V und zu unrealistischen Pfaden von Y und damit dem

Devisenkassakurs führt.

Aus diesem Grund mussten zwei Alternativen gewählt werden: Die erste Alternative ist die Maximie-

rung lediglich der Log-Likelihood des Devisenkassakurses. Die Berechnung der Likelihood zu einem

Parametersatz erfolgt in zwei Schritten: Zuerst wird mit dem Parametersatz V ge�ltert und dann die

Log-Likelihood für den Spot-Preis mit ebendiesem ge�lterten V berechnet. Die Maximierung führte

zu dem Parametersatz 2 im Ergänzungsgutachten.

Die zugehörige Drift wurde allerdings auf den Wert −0.0083 geschätzt. Wie folgende Simulationen

zeigen, führt das dazu, dass die historischen Pfade im Mittel nicht getro�en werden. Dies ist dahin-

gehend zu interpretieren, dass das Heston Modell nicht in der Lage ist, den starken Anstieg im Jahr

2003 im Vergleich zu den anderen Phasen von eher moderaten Steigens / Fallens gut nachzubilden,

so dass im Mittel eine eher kleine Drift geschätzt wird. Damit wird ein hohes Gewicht auf fallende

Pfade gelegt, mehr als im historischen Datensatz 1999 - 2007 zu beobachten war. Um dieses De�-

zit zu beheben, wurde die Drift im nächsten Schritt so adjustiert (auf 0.004), dass die historische

Entwicklung zumindest im Mittel getro�en wurde. Eine nicht adjustierte Drift führt noch zu deutlich

höheren Ausfallwahrscheinlichkeiten, auf eine Darstellung wird verzichtet.

Diese Form der Schätzung bevorzugt eine hohe Korrelation, was sich intuitiv erklären lässt, da hier-

durch möglichst viel Information über V bereits in Y enthalten ist. Der so erhaltene Wert ist im

Vergleich mit den unter Q kalibrierbaren Werten und auch im Vergleich mit dem Praktikeransatz

nicht so plausibel, weswegen noch eine zweite Alternative implementiert wird.

Die zweite Alternative ist die Maximierung der gesamten Log-Likelihood auf einem eingeschränkten

Parameterraum. Hier wurden die Parameter κ und σ in der Nähe der Ergebnisses des Praktikeran-

satzes verortet und eine lokal eingeschränkte Maximierung durchgeführt, was zu Parametersatz 3

führt. Die Berechnung der Likelihood erfolgt wieder in zwei Schritten, die Likelihood selbst ist wieder

aus der Diskretisierung leicht zu entnehmen. Dieser Parametersatz erzeugt für uns ebenso plausible

Simulationspfade (siehe Abbildung 4) und wird aus diesem Grund mit aufgeführt.

Auÿerhalb des eingeschränkten Parameterraums lassen sich noch Parametersätze �nden, die eine

deutlich höhere Log-Likelihood erreichen. Allerdings sind die zugehörigen, simulierten Spot-Pfade

nicht plausibel, so dass eine Einschränkung sinnvoll erscheint. Insbesondere erscheint die Schätzung

der Korrelation realistischer. Die Drift wurde in diesem Modell nicht adjustiert; eine Adjustierung

2Expectation-Maximization-Algorithm
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auf einen höheren Wert, um wieder die Pfade im Mittel zu tre�en, würde die Wahrscheinlichkeiten

deutlich verringern.

Insgesamt werden durch diese drei Alternativen bereits so unterschiedliche Parametersätze generiert,

so dass aus unserer Sicht eine genügend groÿe Bandbreite für den Entscheidungsprozess entsteht. Auf

eine weitere Verfeinerung der Methoden wird deswegen an dieser Stelle verzichtet.
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Abbildung 2: Simulationen unter dem Parametersatz 2, aber mit dem durch das MLE-Verfahren

geschätzten Parameter µ. Deutlich ist die mittlere Tendenz nach unten sichtbar. Die

Box gibt die 25%- und 75%-Quantile an, der mittlere Strich in der Box den Mittelwert.
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Abbildung 3: Simulationen unter dem Parametersatz 2. Durch den adjustierten Wert µ wird der

letzte Endpunkt im Mittel exakt getro�en. Die Box gibt die 25%- und 75%-Quantile

an, der mittlere Strich in der Box den Mittelwert.

6 Modellvarianten 11 und 12

Diese Modellvarianten benutzen alternativ einen einfachen Zeitreihenansatz auf den Risikofaktoren

und den wichtigsten Optionen.
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Abbildung 4: Simulationen unter dem Parametersatz 3. Die negative Drift ist im Mittel so hoch wie

in Parametersatz 2, ohne adjustiertes µ. Die Schwankungsbreite der Pfade ist allerdings
deutlich geringer. Die Box gibt die 25%- und 75%-Quantile an, der mittlere Strich in der

Box den Mittelwert. Der realisierte Pfad ist in diesem Parametersatz allerdings deutlich

weniger wahrscheinlich als in Parametersatz 2, allerdings fällt er nicht signi�kant aus

den Simulationen heraus.

6.1 Historischer Simulationsansatz

Zur Simulation wird in diesem Abschnitt ein historischer Simulationsansatz benutzt. Hierbei handelt

es sich um einen Standardansatz, bei dem wir

(i) den Renditetyp für jeden einzelnen Risikofaktor de�nieren (z.B. absolut oder log),

(ii) Szenarien erzeugen indem wir iterativ und zufällig gleichverteilt ein historisches Datum aus-

wählen, und die zu diesem Datum gehörende Menge der jeweiligen Renditen auf den jeweiligen

Risikofaktor anwenden.

In diesem Fall geschieht die Bewertung der Optionen im Swap mit einem Black-Scholes Modell.

Für die genaue Motivation des Ansatzes betrachten wir zunächst einige statistische Eigenschaften der

Risikofaktoren.

6.2 Verteilungen der einzelnen Risikofaktoren

6.2.1 Devisenkassakurs

Statistiken der Verteilung des Devisenkassakurses zeigen wir in Abbildung 5. Die Zeitreihe weist keine

nennenswerte Autokorrelation auf: ACF 3(1) = -5% (mit p-Wert 3.7%4) Da die Volatilitäten aber eine

signi�kante Autokorrelation aufweisen (siehe Abschnitt 6.2.2), verwenden wir hier für die Simulation

auch den in Abschnitt 6.2.2 beschriebenen Prozess.

Als Renditetyp verwenden wir die Log-Renditen des Devisenkassakurses, die im Vergleich zu den

absoluten Renditen statistisch besser zu rechtfertigen sind. Diese Erkenntnis beruht auf dem HLV-

3ACF (k) - Autokorrelationsfunktion mit Schrittweite k
4d.h. 3.7% von unkorrelierten Gauÿschen Zufallsvariablen derselben Anzahl hätten eine Autokorrelation von mehr als
5% (absolut). Wir schlieÿen daraus dass die berechnete Autokorrelation nicht statistische signi�kant ist (zu einem
Signi�kanzniveau von 95%).
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Homogenitätstest, aus dem direkt erkennbar ist, dass 5

Hom
[
RLOG

]
= 6.829 > 6.571 = Hom

[
RABS

]
.

Abbildung 5: Analyse des EUR-CHF Devisenkassakurses

Oben links: Zeitreihe des Devisenkassakurses und dessen absolute Renditen, Oben rechts: empirische Dichten der ABS- und

LOG-Renditen mit jeweils angepasster Gauÿscher Dichte (gepunktete Linien), Unten links: HLV Analyse gemäÿ Algorithmus I

und II aus Abschnitt 7.1.1

6.2.2 ATM Volatilität

Die Statistiken der Verteilungen der 1-jährigen ATM-Volatilitäten zeigen wir in Abbildung 6. Hier

stellen wir eine statistisch signi�kante Autokorrelation fest, die wir nicht vernachlässigen können.

Darüber hinaus beobachten wir erneut, dass log-Renditen den absoluten Renditen gemäÿ HLV-Analyse

(siehe Abschnitt 7.1.1) überlegen sind:

Hom
[
RLOG;ATM1M

]
= 7.153 > 3.733 = Hom

[
RABS ;ATM1M

]
, (6)

Hom
[
RLOG;ATM1J

]
= 4.763 > 3.485 = Hom

[
RABS ;ATM1J

]
. (7)

Analog zum Devisenkassakurs können Volatilitäten keine negative Werte annehmen, was die Verwen-

dung von Log-Renditen ohnehin als die natürlichere Wahl erscheinen lässt.

Der Simulationsansatz Die 1J-ATM Volatilitäten weisen ein statistisch signi�kantes Niveau von

Autokorrelation auf. Dieses beträgt ca. -13%. Wir handhaben eine derartige Inhomogenität durch

Verwendung6 eines AR(1)-artigen Prozesses, wobei die Residuen εn aus der empirischen Verteilung

5siehe Erläuterung im Abschnitt 7.1.1
6Es handelt sich um eine in der Zeitreihenanalyse gängigen Zwischenschritt, der dazu dient `deterministische' Kom-
ponenten beobachtbarer Gröÿen herauszu�ltern
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Abbildung 6: Verteilung der 1J-ATM Volatilitäten in EUR-CHF

gezogen werden (anstelle einer Normalverteilung). Unser Modell ist folgendermaÿen de�niert:

ATM1Y
n+1 = ATM1Y

n exn+1 , (8)

xn+1 = ρxxn + σεεn+1, (9)

εn ∼ u.i.v. Empirisch(ε̂). (10)

In Anlehnung an die einschlägige Literatur zur Parameterschätzung von AR-Prozessen (z.B. [3]),

wählen wir ρx als die historische (mit Zeitverschiebung -1) Autokorrelation der ATM Log-Renditen

ρ̂x := ρ1(x̂). Wir berechnen σε = σ̂x
√

1− ρ̂2x um sie der beobachteten historischen Varianz der

Renditen σ̂2x anzupassen. Somit können wir die Stichprobe der Residuen durch Anwendung folgendes

Verfahrens berechnen:

x̂n+1 := ln
ATM1Y

n+1

ATM1Y
n

, (11)

ε̂n+1 :=
x̂n+1 − ρxx̂n

σε
. (12)

6.2.3 Zinsen

Die Statistiken der Verteilungen der 1-Jahres EUR- bzw. CHF-LIBOR-Raten zeigen wir in Abbildung 7

und Abbildung 8. Die Zeitreihe der EUR-Zinsen weist eine vergleichsweise niedrige Autokorrelation

von 8% auf, wohingegen die Autokorrelation der Zeitreihe der CHF-Zinsen eine deutlich höheren

Wert von 20% aufweist. In beiden Fällen verwenden wir daher AR(1) Modelle um der Autokorrelation

Rechnung zu tragen. Für die EUR-Zinsen verwenden wir LOG-Renditen, weil (Hom
[
RLOGEUR

]
= 5.6 >

3.9 = Hom
[
RABSEUR

]
), aber für die CHF-Zinsen ABS-Renditen, weil (Hom

[
RLOGCHF

]
= 1.9 < 3.8 =

Hom
[
RABSCHF

]
).
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Abbildung 7: Analyse der Verteilung der 1J-EURIBOR Raten

Abbildung 8: Analyse der Verteilung der 1J-CHFIBOR Raten
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7 Anhang

7.1 Anhang A: Beschreibung der Testverfahren

7.1.1 Auswahlkriterien für den Renditetyp basierend auf HLV-Homogenität

Eine Kerneigenschaft eines gut-gewählten Risikotreibers ist die Stationarität seiner Verteilung. Statio-

narität bedeutet intuitiv, dass sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Risikotreibers im Laufe der

Zeit nicht ändert. Anders formuliert, die aus historischen Beobachtungen geschätzte Verteilung eignet

sich als gute Schätzung für die Verteilung künftiger Werte. Die Vorhersagekraft solcher Schätzungen

von stationären Risikofaktoren ist demzufolge o�ensichtlich höher als bei Verwendung inhomogener

Risikofaktoren.

Eine der einfacheren Fragen besteht darin, den Renditetyp aus den beobachteten Marktquotierungen

zu identi�zieren. In der Praxis gibt es unter anderem folgende Renditetypen:

• Absolute Renditen:

RABSn = Xn −Xn−1. (13)

• Logarithmische Renditen (LOG-Renditen):

RLOGn = ln
Xn

Xn−1
. (14)

Ziel des Renditetyp-Tests ist es entscheiden zu können, gegeben eine Zeitreihe von Renditen

R(1), . . . , R(m) und Beobachtungen X0, . . . , Xn, welcher Renditetyp die homogenere Verteilung lie-

fert.

In der einschlägigen Literatur (siehe, z.B., [2]), wir oft eine sogenannte historische lokale Volatili-

tät, eine Historic Local Volatility (HLV)-Funktion konstruiert, welche den Zusammenhang σHLV (X)

zwischen Niveau der beobachteten Werte und zugehörigen Gröÿe der Veränderungen quanti�ziert.

Algorithmus I

1. Berechne absolute Renditen ri = RABSi (X) = Xi −Xi−1.

2. Sortiere die Paare (Xi, ri) so. dass die Beobachtungen X (d.h. die erste Komponente dieses

zweidimensionalen Vektors) in aufsteigender Ordnung sind:

(Xκ(i), rκ(i)) : Xκ(i) < Xκ(i+1) (15)

3. Betrachte m Blöcke solcher Paare, wobei wir für jeden Block berechnen:

X̂k :=
m

n

∑
k−1
m

n<i< k
m
n

Xκ(i), (16)

σ̂k :=
m

n

∑
k−1
m

n<i< k
m
n

r2κ(i). (17)
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4. Veranschauliche die resultierenden HLV Schätzungen gra�sch σ̂k ≈ σHLV (X̂k) aufgetragen

gegenüber X̂k.

Beispiele von HLV Abbildung 9 zeigt die Ergebnisse der Anwendung des Algorithmus auf zwei

verschiedene Stichproben, die von folgenden Modellen erzeugt wurden.

• Modell für absolute Renditen:

Xn = Xn−1 + εn, wobei ξi − u.i.v. (18)

• Modell für LOG-Renditen:

Xn = Xn−1e
εn , wobei ξi − u.i.v. (19)

Abbildung 9: Beispiele von HLV-Funktionen berechnet für verschiedene Renditemodelle

Praktischer Ansatz Leider gelingt es nicht immer eindeutig durch bloÿe Betrachtung des Graphen

zu entscheiden, welches Renditemodell das geeignetere ist. In diesem Fall besteht ein praktischer

Ansatz aus einem automatisierten Test, der das best-geeignete Renditemodell aus einer vorgegebenen

Menge von Möglichkeiten auswählt. Idealerweise hätten wir gerne ein Bild wie unten links in der

Abbildung 9.

Um dies zu erreichen verwenden wir Algorithmus II

• für jeden Renditetyp R(j) berechne HLV σ(j) := σHLV (X;R(j)),

• Normiere die erhaltenen HLV-Werte:

σ̃k :=
σk

1
m

∑m
l=1 σl

, (20)
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• berechne schlieÿlich die Inverse seiner Abweichung von 1 über verschiedene Blöcke als ein Ren-

ditehomogenitätsmaÿ

Hom
[
R(j)

]
:=

1√
1
m

∑m
k=1

(
σ̃
(j)
k − 1

)2 (21)

so dass Renditetypen mit höherem Hom-Wert eine höhere Stationarität7 der Verteilung der

Residuen aufweisen.

• Wähle den Renditetyp mit maximaler Homogenität

R∗ := arg max
j

Hom
[
R(j)

]
. (22)
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